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s 1. Transtieuratlonon. | 


ol plan eye | = | 
e twinkligen .cartesischen dann werden 


m < 


\ szissen einer Geraden, die Ordinaten von dieser Geraden 


aan, in dem = e Kberiesen. 


m Radius Tr die Ordinaten auf den Radien 
sen werden. Weil die Koordinaten in diesem 


nennen. Den a de die Abszissen. gem 
nennen wir den „Abszissenkreis“, Fe 

. Ey 
a ‚können vom Krois-Normalen- Koordinate y. 


‚der "Peripherie des a ‚von en nn 
szissen messen, und En Mittelpunkt des 


Der Punkt © wird a dar Anfangspunkt des. 
Koordinatensystems, vorausgesetzt, ‚dass die Ordinate n 
Peripherie. des Abszissenkreises aus en werden. 


er cartesischen bezw. vom ee 
Kreis-Normalen- -Koordinatensystem gelangen. ER 
2 Grösser- und a ‚des A 


ee fest en denken und die, “A I: 
den Abszissenkreis aufwickeln. et 


auf Normalenkoordinaten. ae Kur ve a sein. | 
Wir wollen. uns nun ae. Aufgabe stellen, ve 


zocken ‚cartesischen. auf A-Normalenkoord in 
figurieren. = ; Be, 
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a Es ist ohne weiteres klar, dass die neue Kurve in 
| A-Normalenkoordinaten dieselbe Gleichung besitzt wie die- alte 
Kurve in rechtwinkligen cartesischen; denn die Abszissen und 
‚Ordinaten der alten Kurve in cartesischen Koordinaten haben 
genau dieselben Grössen wie die entsprechenden Abszissen und. 
- Ördinaten der neuen Kurve in A-Normalenkoordinaten. 

Ä ‚Die Methode, Kurven zu erzeugen, indem man die Gleichung 
einer Kurve auf irgendein anderes Koordinatensystem überträgt, 
"nennt Loria die „Methode der Koordinatenverwandlung“.') 

Eine Anwendung dieser Methode findet sich zuerst bei 

_ NMarignon’) Später findet sie mehrfach Anwendung bei 
Peters), Krause‘) und Öesarö?), sowie bei ÖOantor‘) und 

| Tortolini).. 

Da wir die durch Transfiguration der Kurve I’ von cartesischen 

_ auf A-Normalenkvordinaten entstehende Kurve T\, geometrisch er- 

halten, indem wir die Kurve T mit der Abszissenachse des car- 
tesischen Systems fest verbinden und die Abszissenachse auf die 

Kurve A aufwickeln, so können wir die Kurve IT, als die 

- „A-Wickelkurve der Kurve I“ bezeichnen. 
- Kreisnormalenkoordinaten sind nun aber nicht nur ein 

Spezialfall von A-Normalenkoordinaten, sondern auch von A-Strahl- 

- büschelkoordinaten. Das A-Strahlbüschelkoordinatensystem besteht 
aus einer Kurve A, auf der die Abszissen, und einem Strahlbüschel, 
auf dem von .der Peripherie der Kurve A aus die Ordinaten ge- 
messen werden. Hiernach ergibt sich sofort, dass das Kreis- 


I) Loria: „Ebene Kurven“ (Leipzig 1902), VII. Abschnitt. Erstes Kapitel. 
Vergl. ebd. die in den Fussnoten angegebene Literatur. 

2), Petr. Varignon: „Nouvelle formation de spirales, beaucoup ‘plus 
 differentes entre elles de ce qu’on peut imaginer d’autres courbes quelconques 
‚a linfini; avec les touchantes, les quadratures, les deroulements et la longueur 
de quelques arcs de ces spirales, qu’on donne seulement ici pour exemple de 
cette formation generale.“  (Mem. de Paris, Ann&e MDCCIV, Paris 1722.) Ueber 
“die Varignonsche Methode vergl. auch Loria: „Ebene Kurven‘, pag. 595 ff. 

3) A. Peters: „Neue Kurvenlehre.‘ (Dresden 1835.) 

#0. C. F. Krause: ‚Novae theoriae linearum curvarum originariae et 
vere scientificae specimina quinque prima Auctore Carolo Christiano Friederico 
Krause. Edidit: Professor H. Schröder. Monachii anno MDECOXXXV.“ 

5) Gesarö: „Lezioni di geometria intriseca.‘ (Neapel 1896.) 

6).M. Gantor: „Ueber ein weniger gebräuchliches Koordinatensytem.“ 
(Diss. Frankfurt a. M. 1851.) 

) B. Tortolini: „Me&moire sur quelques applications de la methode 

_ inverse des tangentes.“ (Crelles Journal XXVI, 1843.) 


N 


folgendermassen vorstellen: 


4 Se SL a S a en { 2 
biischelkosrdin ran, in ln dere Scheite 
büschels im Mittelpunkte des Kreises gelegen ist. 
Die Transfiguration einer Kurve auf Kraieno enkoo 
ist daher auch ein Spezialfall der. Koordinaten\ rel vandlı 
cartesischen auf Kreis- Strahlbüschelkoordinaten, oder, 
gemeiner, ein Spezialfall der Koordinatenverwandlu 
tesischen a A- Strahlbüschelkoordinaten. 


diese Bode ee 
Die Aenderung des Kurvenbildes . gu 
cartesischen auf A- Strahlbüschelkoordinaten kann. man 


‚Denken wir uns von der Wickelkurve I a 


alle durch den Punks Zz eh und a wir Sn 
die. nn Punkte der Wickelkurve fest, so u 


„A- -Zerrkurve der Kurve , oder. die. ie ik | 
Kurve T“ nennen können. Den Punkt Z. wollen wir den 
punkt© nennen. 


koordinaten darzustellen. . Be : N 


$ 2. Die Wickelkurven. 


In cartesischen Koordinaten sind die Kurven x 
und | . Ti go ee 
gegeben. Die A-Wickelkurve der En Tist dann i 
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wobei s die von einem festen Punkte C aus auf der Peripherie 
der Kurve A gemessenen Abszissen, $ die auf den Normalen ge- 
_ _messenen Ordinaten bedeuten. 


Hat U im cartesischen System die Abszisse a, so ıst 


 Sna, 
Der Punkt @ {x, y} Eder Kurve A und der Punkt P {&, n} der 
Kurve I’, haben, wenn sie beide auf derselben Normalen der Kurve 


A liegen, den Abstand 


| er ee 3) ray) 
wobei x, y, & und n noch durch die Normalengleichung der Kurve 
A verbunden sind: 
| | ON OA 
Sal = Ve 
Die Gleichung der A-Wickelkurve der Kurve I’ berechnet 
sich demnach aus den 5 Gleichungen: 


[ a) AXK,y)=0, 
| «3.2 = 


ya 


= | VE = Si Fy®.dx, 


| 4) S=/E-WHa-yE=ln-y)Yl+y®, (nach 2) 
|) T6d) = 0. | 
Der Weg bei der Aufstellung der Gleichung wäre etwa 


folgender: Aus (1) und (2) berechnen wir x und y, drücken also 


x und y als Funktion von & und n aus. Die erhaltenen Werte 
setzen wir in (3) und (4) ein und haben somit auch s und 9 als 
Funktion von & und n dargestellt. Hierauf setzen wir die so er- 
haltenen Werte von s und $ in (5) ein und erhalten damit die 
Gleichung der A-Wickelkurve der Kurve T in laufenden 
Koordinaten £, n 
Dee nd: 

Das und 6 wegen der auftretenden Wurzelzeichen zwei- 
deutig sind, so können wir bemerken, dass im allgemeinen von 
jedem Punkte der Kurve A, welcher die Abszisse a hat, 4 Zweige 


unserer Wickelkurve ausgehen, nämlich: 


T(+s +9 = 0 
T(—o,+9 0 
Mer ==) a 0, 
I, —9) =0 
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“ I 2% 5 4 ae Er = 2 
h t a 5 Mu Sieger, BR REEL 
: RN, Be 3 BETT u H 
6 3 2% EHE y x EZ: SR ng 
= > u ENGE 


Im: ganzen besteht de Kue Dr a au = 
‘wenn v die Anzahl der, ee der Geraden. 
Kurve Als, N a 0 ist. N 


> 2 n | : | > 3 Die Zerrwickolkurven. | a 


gegeben: 
aß, De z 

De: wir von en ee, mit. © 
absehen wollen, so können. wir, ‚ohne die an : 


den Koordinatenänfaug Ö a : 
Die A- Zerrwickelkurve der I 
| S T@&yp- 
ist nun! definiert als Be Km, 
koordinaten ‚die Gleichung et | 


AR de I 


die a 


gemessenen Ordinaten bedeuten. | % 
Es Ast, wenn .. die Amplitude u hat, 


G en 
N ıst 2 


. Zur Bestimmung der. Gleichung nn \ % rwick 
Kurve PT ‚haben. wir ’ somit die 4 ne 
Zur ef or Al, Di ee 
„\ @ —p- er 28 
© . a DE | 


Ist ‚die Kurve, ee un cartesischen. Kr 
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ld) Awy)=o 
2) xıy= kn, 


| 
(I) | 8) > = /, YI+ y®-dx, 
| 


4) S= JE —- SP? +Mm-y), 
| 5) T(, 8). = 

Der Weg, den wir einschlagen, um die Gleichung aufzustellen, 
ist ganz entsprechend wie in $ 2. Auch gilt von der Anzahl der 
Kurvenzweige dasselbe wie dort, was auch sofort klar ist nach. 
dem, was in $ 1 über die Erzeugung der Zerrwickelkurven aus 
den Wickelkurven gesagt ist. 

Lautet die Gleichung (I, 4): 

= OOSL, 

so erhalten wir die Kurven, welche man Sr „Konchoiden mit be- 


| liebiger Basis* zu bezeichnen pflegt!) Die Gleichung derselben 
‚ergibt sich als: 


a) Aboyd)—=d. 


$ 4. Die Wickelkurven algebraischer Kurven. 


Lautet die Gleichung der Abszissenkurve 


n 


AX,y) = > 9 Kryıh), (p+ga=sn), 


so ist: 
oA 
ea = 3 NA EER=L”, q 
ÖX p4 pP P4 y: ) 
[6) 
n 
oA Der 
nn ) NM «X . Be 5 
I 1 pq a 


10) 


Die Gleichung (2) des R 2 lautet also in diesem Falle: 


{ee se &) . B L*&pq* xP ya == (y —_ N) . pq p: RD . y4 1 


oO 


!\ Ueber Konchoiden mit beliebiger Basis vergl. Loria: „Ebene Kurven“, 


Wir haben also zur : Bestimmung der Gleich 
kurve die 5 Gleichungen: = | ee a 


n 


usa. em 
(1) pq ung» xPya = Ö, : a zR in 


(2) pq aa 8 L.ya- 1: tax 28-3 es a, 


N/ > pq P ' &pa ..xP Ex y3 ie = 
x o = 5 E ERS Sn Ag — ee E x 


z . - a | ze" ga xD. y 4 

3 — ESF, 
|OT(,9) = 
Lautet ER Gleichung Wi 


Io a para. ji m ng en 


"|», Bm 


By- Ren. a 
) Ueber Parallelkurven und ihre. Geschichte a n \h 


ae über die Parallelflächen der Flächen 2. Grades.“ 
‚Pag. 3 ff. Vergl. ferner Loria: a Kurven“, “ BuE 2 
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Die Elimination wird im allgemeinen nicht möglich sein 
wegen der dabei auftretenden höheren Gleichungen. 
| Da y durch eine Wurzel dargestellt ist, so besteht ge 
'Parallelkurve aus zwei Zweigen, einem inneren und einem äusseren. 
2 Noch schwieriger als aus (II) die Gleichung der Parallelkurve 
zu berechnen, ist es natürlich, aus (I) allgemein die Gleichung der 
Wickelkurve zu berechnen; denn ausser auf Gleichungen höheren 
_ Grades stossen wir dort im allgemeinen auf ein Integral, das nicht 
auszuführen ist. Wir müssen unsere Untersuchungen daher auf 
die Fälle beschränken, wo die Elimination von x und y wirklich 
möglich und das Integral auszuwerten ist. 


Die Gerade als Abszissenkurve. 


$ 9. Die Gerade als Abszissenkurve im Normalenkoordinaten- 
system. | 

Die Formeln, welche wir hier erhalten, müssen diejenigen 

sein, welche die Transformation eines rechtwinkligen cartesischen 

Koordinatensystems auf irgendein anderes rechtwinkliges cartesisches 


— Koordinatensystem ausdrücken. Die Gerade als Abszissenkurve 


bietet uns also nichts neues. Der Vollständigkeit und Kontrolle 
halber soll die Berechnung der Formeln hier aber doch aus- 
geführt werden. 

Die Gerade, welche Abszissenkurve sein soll, habe die 
Gleichung: 2 | 
ae art, 

Hieraus folgt: 


oA oA 
= Ken, [0 4 ’ = an ß , 
oX 0Y 
NE 
y =2 x 
Ferner ist: ß 


= _ EWR, 
finde ne 


NE be ist also, c und $ als Funktion von & und » dar- 
zustellen aus den 4 Gleichungen: 


MH ABy=axtpy+y- 
(2) ae: P=eyone, 
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ae 


n en E -r in = Fr + 6: — a - en 


© a n es I ne  _ - 
Ir Fe rl naar Fe 
ee Entwickeln. wir. nach der letzten Zeile, 2 


ee u we 


+ (+ n : r E = 


eree En = a 


0 ns Fa . or ze-a| 

Entwickeln wir nach der letzten. Zeile, so ist: 

a FR lan BE) ey} + afadt Br4 

se ten +9+8 2 

— = a 2 0% & ab 
Seen Or ee + FR a - 2" 3 —— 

Die für s und 8 erhaltenen Kormelt- sind 

Formeln, welche bei der Transformation eines ' 

cartesischen ae auf ein ee 


Nach der "Definition, ae 


3 Vengl Stande: | smatch Geometrie. in Pun 
Linie und der Ebene.“ =. 
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halten. Beachten wir aber die Definition, die wir in $ 1 von der 
Zerrkurve einer Kurve IT!’ gegeben haben, so ist ohne weiteres 
klar, dass die Geraden-Zerrwickelkurven und die Geraden-Zerr- 
kurven sich nicht durch ihre Gestalt unterscheiden können, sondern 

nur durch ihre Lage im Koordinatensystem. 

‚Die a (1) des S 5 lautet in en 

| — 7.(@6080+ Bsino) +. y = 
so dass also = 
nr Ti 1 y(ßeosp — «sing) 
.c0so + ßBsino ’ ae -= Bsino)? 


Hiermit ergibt sich: 


>* | 
: -[ laß? 
6) (acoso + Being) do, 
Fo 


was nach Ausführung des Integrals ergibt: 


ER iS Ya? p®- sin es 20) 
(& cOSP +. ßsin s (« COS + Bsin). 
Nach Formel (I,3) des $ 3 ergibt sich ferner: 
| | | = : 
er xc0so + Bsino 


ne wir die Kurve I’ nicht spezialisieren, beeinträchtigen 
wir die Allgemeinheit unserer Untersuchung nicht, wenn wir der 
Geraden A eine spezielle Lage geben. Wir setzen daher: 


. —d, B—= —1 


Dann Ei: 
ni y.-sin (0 — 9) 
sin® - sin@o 


Ferner ist es, solange wir die Kurve FT in der Ebene ver- 
.schiebbar lassen, keine Spezialisierung, wenn wir oo einen speziellen 
‚Wert beilegen. Wir wollen setzen: 


Tr 


| mg 
und erhalten, wenn wir die Richtung von s umkehren, um die 
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Setzen wir ‚hierin die für o und 5 „gefundenen, Wert 
= 
Führen wir. ‚cartesische. Koordinaten ein, 
Gleichung: 2 Be 


& 


= summe heraus und quadrieren a Seiten, so 
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> nr 2 2 I) - = \ 
| = | y - Burv y ( + “ ) 
= | = nn Det 2 


Heben wir rechts noch (y— y) aus der Doppelsumme heraus 
und schreiben wieder in einfacher Summenform, so ist: 


L DT - 
| 133 na (OH 


"—=(x?+y?)(y-y)- Kerr 2zt+1$ Pr9et 1’ Eee (X "ty y. 


Multiplizieren wir Sara noch die Gleichung mit y?”, so 
erhalten wir: | 


5% Bu ar: RN yet). y2) | 
= (+ yon 
ei Auge: re ly —y)e ym—lt2c+l) (get y2) “| 
(wobiu tr <m,. u+2e+1<m). 


| Um die Ordnung der durch diese Gleichung dargestellten 
Kurve festzustellen, suchen wir die Glieder höchster Dimension 
auf. Unter der linken Summe beträgt die Dimension: 


+27 +m—- +2r7)+r:2.=m+r:2. 


Um die obere Grenze dieser Zahl aufzufinden, beachten wir, 


dass x von 0 bis 5) läuft, wenn wir unter 3) diejenige ganze 


Zahl verstehen, die am nächsten unter — liegt, so dass also bei 


2 
geradzahligem m: 
ml >sm 
ee 
und.bei ungeradzahligem m: 
FRE SE ran 
= Ei 


Da + die obere Grenze 3) hat, so beträgt die obere Grenze 
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a Fe En * 
ee 7 En EFT 


Dimension: 


+ 2c+m— (+ Re+ß) 


Br läuft, von ° bis De 2 


hebt 
Zeorkurve, 


Eu. 
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Um das Verhalten im Unendlichen zu bestimmen, machen 
wir die Gleichung der Kurve .zunächst homogen: 


SE ee On 


Se Nies Du ) Bu. 2. 21. (ya (y — yb)°° 
ya-(e+2e +1). (get ya. gm mt2c+N) ! 
Wir müssen nun. 2 Fälle unterscheiden: 


1. m gerade. 
In diesem Falle bekommt die ganze rechte Seite den Faktor 
010), da oı >wa. Setzen wir nun t—= (0, so verschwindet die 
rechte Seite, Auf der linken Seite bleiben ferner nur die Glieder, wo 


m--?2T= ou. 
Es wird dann also, da 20ı = 4m, 
und für t = 0 wird daher: 2’ 


| > Be (x + yet - 0, 
re > Bm R)" N = 0. 


2. m ungerade. 
In diesem Falle verschwindet für t= 0 die linke Seite der 
Gleichung, da @ > oı. Von der rechten Seite bleiben nur die 
Glieder, wo 


m-+?2ece+1 = 0, 
also. 2... EIER 
Es wird also für t = 


ne) 


oder, da bei ungeradem m das p. nur von O bis m — 1 laufen kann: 


(24770 N Bm: a) y a =o0. 


_ Die Zerrkurven sind also stets, sowohl wenn m gerade als 
wenn m ungerade ist, m-fach zirkulare Kurven. Ist m ungerade, 
so sind ferner mindestens zwei Asymptoten der x-Achse parallel. 


m — 1. Die Geraden-Zerrgeraden. 
Aus der allgemeinen Gleichung der Geraden-Zerrkurven er- 
halten wir für m = 1 die Gleichung der Zerrgeraden: 


(Boy + Pu? = ke +) y—Y”- 
965 


= = nl en : 
die 2 auf der a macht. 


en Mit ‚der. neuen ee 5 | 
; Zerrkunve: nn ein 


Tangenten: | = er = 
a er 4 mat = _. 2 + wi | 
Um diese einzeln zu ı bestimmen, müssen wir ir se 
: _ D = 
Die, Tangenlen and ale ea a 
oder reell und gleich, 6, ‚nachdem 8. 
punkt einfacher Doppetunkh isolierter. Punkt, 
a Je nachdem we 
nn tra Da 
| oder, in anderer Form geschrieben: 
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052% b=zZy 
5 g | b2 
Gew. Doppelpunkt stets “Dr » 
: Er b? 
Spitze - ee m—i- 
| - Y 
Isolierter Punkt u mi 5 


Die Gerade y =y schneidet die Kurve in dem Punkte 


ESS x%0 FE 
Dieser Punkt ist Doppelpunkt der Kurve; denn setzen wir 
n=)y)+ Y» 
& m nee > 
m’. 


so lautet die Gleichung der Kurve: 
(bh + my&) — [(E—bm’ +a+Y?] m. 
Die Tangenten in dem neuen Koordinatenanfang bestimmen 
sich aus: 
(bn + my&)? = (b?m? + 22) 72. 
Setzen wir i 
N. %S 
so ergibt sich zur Bestimmung von x die Gleichung: 
(be my)? — tb’? + Y) x, 
x2 (b2— b2m? — 22) + 2bmyx + m? = 0. 
Die Diskriminante dieser Gleichung, 
D a b’m?y? Re my? (b? EEE b2m? — 2) 
— m’y’(b?m? +), | 
ist stets >0; der betrachtete Punkt ist also stets gewöhnlicher 
Doppelpunkt. Nur wenn m = 0, so ist D = 0, und der betrachtete 
Punkt ist entweder eine Spitze oder ein Binodialpunkt. In unserm 
Falle ist der Punkt ein Binodialpunkt, da in der für m = 0 ent- 
stehenden Kurvengleichung 
ber? — [+ nt yes 


7 auch in den Gliedern dritter Potenz enthalten ist. Im Falle 
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mo liegt der betrachtete Punkt im Unendlichen; denn seine 
Koordinaten waren a . 
b | n 

Ye Mur et ee 
Im Kalle =m = 0. ist also der & me Punkt der z-Ache 


Binodialpunkt. | a 
Um auch in den übrigen Fällen das Verhalten der Ka im 
Unendlichen zu untersuchen, machen wir ihre Gleichung homogen: 5 
(by ma)? — 479) = WR a 
Für t = 0 ergibt sich: | nn, 
Hy Rn. Bo. . = 
D. h.: Die © ferne Gerade schneidet die Kurve in den imaginären“ 2 | 
Kreispunkten, wie wir schon wissen, und sie hat auf der x- Achse » = 
zwei Punkte mit der Kurve gemeinsam. Um die Natur 
zu untersuchen, setzen wir = 
Veh 


und erhalten aus der Kurvengleichung: es 

(bat F yn)ete > (ar) E ne 

D. h.: Jede Parallele zur x-Achse schneidet die Kurve im Un- DR 
endlichen in zwei Punkten. 

Der © ferne Punkt der x-Achse ist also stets. gewehnlichn er 

Doppelpunkt der Kurve. Nur im Falle m—=0 war er, wie wm 

gesehen hatten, ein Binodialpunkt.- re 
Ausser für m—( tritt noch für m®—=1 eine Merkwürdigkeit a: 

ein. In diesem Falle lautet nämlich die Gleichung der Kurve: = 

ya ZRH) N, 

oder, wenn wir ausmultiplizieren: rn 
Byraby te Hd —-2Ay)+rY re 5 ie 

(BE) yet Abyay -ylRrHydly m) —.g 

Die U* zerfällt also in die 0? 


HG - My e: 
und die x-Achse y.= 0, Se 
Die Ü° geht durch den Nullpunkt und hat einen Doppelpunkt 

bei 0: == ee Y, Rare — -—-.bh. RE 


Alle Geraden-Zerrgeraden sind Kurven vom Geschlecht Null, ns 
da sie die Maximalzahl von Doppelpunkten haben. Da es solche = 2 
mit Spitze und solche ohne Spitze gibt, so gliedern sie sich m 22 


Die Transfiguration ebener Kurven usw. 19 


zwei Abteilungen, für welche beziehungsweise die Plückerschen 
Zahlen!) die Werte annehmen: 
ne ee a ee al) 
Rn Eee, 


Für die  zerfallenden Kurven lauten die Plückerschen 
Zahlen: 


ae ige vers Tel. =0 
Um die Kurven zeichnen zu können, ist es noch wichtig, die 
 Asymptoten zu kennen. Da, wie wir wissen, diese der x-Achse 
parallel sind, so setzen wir 
| | er 
in die Kurvengleichung ein und erhalten: 
(be + my)? = (+) (ce Y*. 
ce bestimmt sich also aus: 
= Mas le y) 
und beträgt also: 
= = yı(lıEm), 
so dass die Gleichungen der Asymptoten lauten: 
y=y(l=m). 


Die typischen Formen der Geraden-Zerrgeraden sind auf 
Tafel 13 gezeichnet. Fig. 1 zeigt den Fallb >y, Fig.2 den Fall 


2 


N 2 
nee > Fig. 3 den Fall m? = ai und Fig. 4 den Fall 


2) „ 
Ep b? 
10° an Fig. 5 endlich zeigt den Fall, wo die Kurve in 
eine GC? und die x-Achse zerfällt, wo also m? = 1. 


Spezialfälle der Geraden-Zerrgeraden sind die Konchoiden des 
Nikomedes. Wir erhalten sie für m = 0. 

Wir wollen nun die Geraden-Zerrkurven noch unter einem 
anderen Gesichtspunkte betrachten. Die Kurve, welche man er- 


hält, indem man die Radiusvectoren der Kurven Ci O2. ... Oy addiert, 
wollen wir die „Additionskurve aus den Kurven Ci 0a... . 0,“ 
I) Salmon-Fiedler: „Analytische Geometrie der höheren ebenen 


Kurven“. (Leipzig 1873), pag. 75, 15% und 261. 
| 269 


re Kegelschnitten abgeleitete ‚Kurven höheren. Grades. 


NE 


nn en, rn N. 


Polarkoordinaten dar, so ‚erhalten wir 


ee a u =. a 2 
-Nun:stellt - #2 a a 2: ee 


einen Kreis, 


en ie 

eine Parallele ; zur x-Achse im Ah iandes Yu 
3 Br at Ip = Emyoote 5 
eine Kappakurye dar, dan Achse die ehe it 
ee die ae bildet. : 


| ‚Kreis + dere 3 Kappakurve.. 
. Man nennt nun die. Additionskurve a 


= + Kreis. — z n > = = _ 


| | Gerade “ Kin 
die Kondhoide des Nikomedes. : 


Die Geraden- -Zeirgeraden können also auch : 
als die Additionskurven: Bee Se 
1. der Konchoide des. Nikomsdes al a Kapp: 
2. der Kappakonchoide mit der. Geraden y — xy 

3. als Konchoide der Additionskurve Gen: d 
er = ea 


A, die Gerade. 
2 der Kreis. 


a mit Ga Kegelschnitten = n« 
Ordnung.“ - (Diss. Halle 1911.) Vergl. ferner: Wi el eitner 
Kurven“, pag. 3. (Sammlung S chubert LI) R oll si 


2) Die drei verschiedenen Formen, ‚welche die Konchoic 
° für bZy annimmt, finden. sich a 2. ee bei Lori = 
Tatel IN, Fig 


3 Ned 3% Kr 
mn RR EN Ir ERS R REN 
N PIE NRERN £ S a: un 
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4. die Additionskurve der Geraden r = sr mit der Kappa- 


küurve.r = m:y-coto. Wir erhalten dieselbe für 
b = 0. In cartesischen Koordinaten hat diese Kurve 
die Gleichung: Er 
| N? @+y) = my. 
Die Fälle, welche nach der Tabelle pag. 17 möglich sind, 
sind auf Tafel 14 dargestellt. Fig. 1 zeigt den Fall m? >1, Fig. 2 


den Fall m? < 1, Fig.3 den Fall m®= 1. Nach dem auf pag. 18 


Gesagten zerfällt die Kurve in diesem Falle in eine 0°? und die 
x-Achse. Den Fall, wo der Koordinatenanfang Spitze der Kurve 
ist, gibt es daher bei der betrachteten Kurve nicht. 

Die Kappakurve ist kein Spezialfall der Geraden-Zerrgerade, 
weil in der Gleichung 


r = #b+ „FE mycotg 


der Summand ne nur für y 9 verschwindet, dann aber gleich- 


_ zeitig auch der Summand mycotp verschwindet. 


m = 2. Die Geraden-Zerrkegelschnitte. 


Als Gleichung derselben ergibt sich aus der Formel pag. 13: 
A Booy® + Bas (y — Y? (x? + y2) + Bioyay + Bay??? 
= Hr) —YBay + Buyr)"- 
Der erzeugende Kegelschnitt hat die Gleichung: 
| Box? + Brıxy + Boay?+ Biox + Bıy + Bo = 0. 
‘Geben wir diese in der allgemein üblichen Form: 
a11X° + 2aıaxy + asey? + 2asx + 2asy + as = 0, 
so hat unsere Geraden-Zerrkurve die Gleichung: 
fa3y®+ ae (y — y)?(x®+y?) + 2aısyay + auıy?x?Y 
era try aa are): 
Die Geraden-Zerrkegelschnitte sind im allgemeinen Kurven 


 achter Ordnung. Wir wollen diese hier nicht allgemein unter- 


suchen, sondern nur einige Fälle herausgreifen, wo die Kurven 
sich auf. Kurven niedrigeren Grädes reduzieren. Dies tritt z. B. 
ein, für: 
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a 
parallel. 

Setzen. wir y= 
Gleichung: 
‚woraus le 5 


und setzen. | 
in die a der Kurve ein. 
von c die, ‚Gleichung: Bu 
wobei, wir 
verstehen, 
Ale 


Die Transfiguration ebener Kurven usw. 23 


Das zweite Asymptotenpaar hat also die Gleichung: 
A 


ee Es a 2a V ass? Ss ary?' 
Wir können nun leicht‘ das Geschlecht unserer Kurve be- 
stimmen. Da der Koordinatenanfang vierfacher Kurvenpunkt ist, 
so entspricht er 6 Doppelpunkten. Im Unendlichen hat die Kurve 
in der Richtung der beiden Asymptotenpaare je einen Doppelpunkt. 
Im Endlichen hat die Kurve ferner noch je einen Doppelpunkt in 
den beiden Schnittpunkten der Geraden y=y mit der um die 
Strecke + y parallel zur y-Achse verschobenen erzeugenden Hyperbel, 
wie sofort aus der Konstruktion klar ist. Die Anzahl der Doppel- 
punkte ist also 6+2 +2 = 10. Dies ist aber für eine U° gerade 
die Maximalzahl. Unsere Kurve hat daher das Geschlecht p = 0. 
Der Verlauf der Kurve ist auf Tafel 15, Fig. 1 dargestellt 
und zwar für denjenigen Fall, wo die Kurve im Anfangspunkt 
zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten hat. 

Ist ausser agg = 0 auch noch aıa = 0, so ist der erzeugende 
_Kegelschnitt die Parabel: 


ax + 2aısx + 2asy + a3 — 0, 


also eine Parabel, deren Hauptachse der y-Achse parallel ist. Die 
zugehörige Zerrkurve hat die Gleichung: 
(a33 y? n— 2asyxy -- aıy. X)” 4 (X* + y2) (y se Y)? s aus? y2. 
Sie hat im Koordinatenanfang einen 4fachen Punkt, ferner 
im Endlichen noch zwei weitere Doppelpunkte,- ebenso wie die 
zuletzt betrachtete Hyperbel. Die © ferne Gerade ist Binodial- 
tangente der Kurve im & fernen Punkte der x-Achse. 
Die Kurve hat daher 6-+2 + 2 = 10 Doppelpunkte, ist, also 
‚auch vom Geschlecht p = 0. Der Verlauf der Kurve ist auf 
Tafel 15, Fig. 2 gezeichnet. Die Kurve besitzt keine Asymptoten. 


2 All == 902; a2 — 0. 
In diesem Falle ist der erzeugende Kegelschnitt eine gleich- 
‚seitige Hyperbel, deren Achsen den Koordinatenachsen paralle) 
- sind. Die Zerrkurve zerfällt in die Doppelgerade y = 0 und 
die 0% 
1a3y + ae (y Ay) (Hy) + aey’yt 2anyz)? 
En 493? (x? 4 y?) (y Ex Y)°. 
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Diese hat die Gerade y — ?%y als Ana und zeigt den. ver 
lauf, der auf Tafel 15, Fig. 3 angegeben ist. 


3..aı2 = 0; a3. DU. 
Der erzeugende Kegelschnitt hat die Gleichung: = 
az Fasy Fasz Fa =0. , I 


Die eine Achse desselben ist also die x- Achse. 4 
Die zugehörige Zerrkurve ist eine C* von der Gleichung: 


a3 7° +a2(y- PR +d)+ Yayxy + auıy? el 
Diese hat einen Doppelpunkt im Koordinatenanfang und einen. 
zweiten im Unendlichen in der Richtung der Geraden y = a 
welche Asymptote ist, wenn der Kegelschnitt eine Parabel ist 
(Tafel 16, Fig. 3). Ist der Kegelschnitt eine Ellipse oder 
so sind die Asymptoten die Geraden: Be 


2 ‚li = a22 A): Rz 2 > 


Tafel 16, Fig. 1,2 zeigt den Verlauf der Kurve, wenn der er- _ 
zeugende Kegokchniit eine Hyperbel ist, Fig. 3, wenn sie eine 2 
Parabel (a1 = 0), Fig. 4, wenn sie eine Bllipse ist. & = 
Ist der erzeugende Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel, 
deren eine Achse mit der x-Achse zusammenfällt, ist also ausser 
a2 — 0, a3 = O0 noch 11 —= — a2, so zerfällt die Zerrkurve in 
die Gerade y —= 0 und die 0? | < 
year y?) + asy?y + Zarzyx - — 0, 
deren Verlauf auf Tafel 16, Fig.5 dargestellt ist. Die Kurs. ehe 
aus der auf Tafel 15, Fig. 3 gezeichneten hervor, indem die beiden 
Ovale und ebenso die sich ins Unendliche erstreckenden“ Züge 2 
zusammenfallen. | 


Die Kegelschnitte als Abszissenkurven. 


S“. Die Kegelschnitte als- Abszissenkurven im Normalen- 
koordinatensystem. Sn 

Die (Gestalt der Wickelkurven, welche wir hier ee ist, 
ganz unabhängig von der Lage der Abszissenkurve, da einer 
Drehung oder Verschiebung derselben auch eine Drehung ‚oder 
Verschiebung der Wickelkurve entspricht. Wir können daher die 
Gleichung des Kegelschnitts in Mittelpunktskoordinaten zugrunde 
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legen. Trotzdem aber wird die Elimination von x und y recht 
schwierig, und bei der Ellipse und Hyperbel wird das Integral 
für s ein elliptisches. 

Auch für die Parabel ist die isahon noch mit der Lösung 
einer Gleichung 3. Grades verknüpft. Wir wollen diesen Fall be- 
trachten. Die Parabel | 
: Ay 2pr — 0 
sei Abszissenkurve. Dann ist 


Er —2P, öy DE 
also: 
a es 
en Yır® x [yet 
ax 


was nach Ausführung des Integrals ergibt: 


oe sn +30 - 2a (pP +22) 4 p-log” 2x +1p+ =) 


| 2a = Yp-+ 2a). 
Zur Bestimmung der Gleichung der Parabel-Wickelkurve der 
Kurve & haben wir die 5 Gleichungen: 


War ann 

Yax+/p+2x 
5) 2x) -- 2 2 

Re oe x)—Y2a(p+ Dre) 

| = N 

en 


Eliminiert man x aus (1) und (2), so erhält man: 
| ee 


y- |v Hot Sn 


Vom nor Iron. 
x würde sich dann etwa berechnen aus (1): 


Wir sind somit imstande, cs und $ als Funktion von £ und 
n darzustellen, können nun also die Gleichung jeder Parabel- 
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Wickelkurve aufstellen. Diese Kurven sind alle transzendent, da. 2 . 
$ eine algebraische und s eine transzendente Funktion ist. Nur 


wenn co gar nicht in der Funktion T vorkommt, so ist die Wickel- I 
kurve algebraisch. en aber os nicht in I’ vorkommt, so ist: 
dr vd. a 


Die Gleichung der a der Parabel berechnet sich 
also aus den en 


eh a 
= /a - +4 ne | 
Ganz analog alas sich die Gleichung der Parallelkurve der 
Ellipse ergeben aus: | 


x2 y- 
nk 
aray Gm, 
a b? AR a2 TER 


le 


a 
Syn 

| b2 Hr 92 0, 

| = 


Die en ‚der Kegelschnitte, welche Bre to on ni en, 
Toroiden genannt hat, sind untersucht von Oay le ya und. 3 S = 
Roberts?) Sie sind Kurven 8. Ordnung. en 


$ S. Die Kegelschnitte als Abszissenkurven 
im Strahlbüschelkoordinatensystem. 


Wir wollen hier nur den Fall betrachten, wo der as = 
Abszissenkurve dienende Kegelschnitt in Mittelpunktskoordinaten Er 
gegeben ist. Nur den Kreis wollen wir allgemeiner betrachten. 2 nn 


1) Nouvelles Annales de Walhenalieien Tome III, 1844. Hier wird.nur ER 

die Toroide der Ellipse behandelt, | ae 
2) Quarterly Journal X1. RE 
®) Quarterly Journal XII. 
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I. Ellipse und Hyperbel als Abszissenkurve. 


Aus: | 
x? y2 
En =—— 
CEST A ae I 0 
folgt: | 
On. 2X ER 
OX Aa? Oy b? 


- Folglich wird: 


= 1a 2a 02x? 
a =,0X; 
a a2 x° 


WO I lan u 
Ferner berechnet sich 
5 
N ei 
ee ren 
V a2” 5b? 92-2 h2 


Wir können das .elliptische Integral (2) durch Reihen- 
entwicklung integrieren und dann durch (3) sc als Funktion von 
& und n darstellen. Dann sind wir imstande, die Gleichungen der 
Zerrwickelkurven auf der Ellipse und Hyperbel anzugeben. Sie sind 
alle transzendent, da s transzendent ist. Nur wenn s in der 
- Funktion T' nicht vorkommt, so sind. sie algebraisch. Dann 
ist aber: 
| —I-y- 0, 
und- wir erhalten die Mitelpunktskonchoiden der Ellipse und 
Hyperbel: 

4 S 2 lerne „> 2a 32 2 

) € + = E EN + (= pa) € +n =) Ä 
Ebenso wie die Parallelkurven sind diese auch Kurven 
8. Ordnung. 


Il. Die Parabel als Abszissenkurve. 
Gr A VB ß., 


Wo 


EN 


RN: 


us ist. nac ich = 


FRE 


_ Ferner ergibt sich mit (2) 


\ en 


zendent. ur wenn Re = a = 


Der Kreis: as Abszissonkurve 


Se | 
als Ahamsukein. nehmen. 5 


% 4 


Aa = 


und ‚es a 2 
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Die Kreis-Zerrwickelkurve der Kurve I’ ist demnach: 


: R [a £ re arcsin (Sing), — 0. 


— Be 
. Hierbei sind Ja? -- e?sin®o und arcsin (Seine) nur dann 


0 — C- cosp — | a? — c?sin?o 


reell, wenn 


C 


| sing | < 
Diese Bedingung ist stets erfüllt, wenn 
lalzlel; 
wenn iso der Scheitel des Strahihüschels innerhalb des Abszissen- 


kreises oder auf seinem Umfange liegt. In diesem Falle gehören 
also zu jedem 9 reelle Kurvenpunkte. 
Ist. aber 
lal<lel, 
so gehören nur zu solchen Werten von » reelle Kurvenpunkte, 
für welche 


; | a 
sıına | < | ® 
Im Grenzfalle ist 
i a 
zZ sıng = 33 


D. h.: Die Kurve verläuft ganz zwischen den beiden Tangenten, 
die man von dem Zerrpunkt an den Abszissenkreis legen an 


Die Kreis-Zerrwickelkurve der Geraden 


En Ge De 
2.. B. ist: 


oe = C.c08g + Ya? — c?sino-+ ax- ? + aresin © sing) a 

“Diese Kurve verläuft also ganz zwischen den beiden Geraden: 
. reale sin“ ; 

| und zwar sind diese beiden Geraden Tangenten der Kurve; denn 

für. = sing = z verschwindet in p die Quadratwurzel. Auf den 


beiden Geraden fallen also zwei Werte o zusammen. Da o wegen 
des auftretenden arcsin vieldeutig ist um 2hr- ax, so berühren 
die beiden Geraden die Kurve © oft. 
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Anders ist es, wenn | a|> |e|. Dann gehören zu jedem Se 
Werte © unendlich viele Werte 0. In diesem Falle erhalten wir = 
daher Kurven, die sich spiralförmig um den Abszissenkreis herum- Be 


winden. 
(x? +y’—- 2x) = &®+y3)-b2. 


Die Kreiswickelkurven. 


Füra==c,a=0 erhalten wir die Pascalsche Schnecke: E 2 > 


$ 9. Die Kreiswickelkurven algebraischr Kurven. 
Die Kreiswickelkurven sind ein Spezialfall der Kreis-Zerr- 
wickelkurven; denn man kann sie auffassen als Zerrwickelkurven, 
deren Zerrpunkt mit dem Mittelpunkt des Abszissenkreises 
zusammenfällt. Wir erhalten daher ihre Gleichung, wenn wirin 
den Formeln für die 'Zerrwickelkurven e = 0 setzen. De 


Gleichung der Kreiswickelkurve der Kurve 
ir Ay) 0 


f (ao, Se a 
Ist (1) eine algebraische Kurve: 


lautet daher: 


> Pu eye tl,  PHAI=EnN), 


so lautet also die Gleichung der Kreiswickelkurve: 


n 


2 la Pat, 


oder, wenn wir _. nach dem binomischen Lehrsatz. ent- . = 


wickeln: 


= oe r 


Die Korikellirein sind Konchoiden es Kurven, 
die man bei Transfiguration von rechtwinkligen cartesischen auf Er 


Polarkoordinaten erhält.!) 


!) Die letzteren Kurven sind zuerst untersucht von Varignon (Nouvelle Re 
formation de spirales etc.“). | 
Vergl. dazu Loria: „Ebene Kurven“, pag. 59. 
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Die Kreiswickelkurve der Geraden 


| Y-aX—b=0 
Bez,‘ 


p=atb+amy = (+? 25 
> eine Archimedische Spirale. 

| Auf die Kreiswickelkurven der algebraischen Kurven wollen 
wir hier nicht näher eingehen, sondern uns gleich zu den Kreis- 


 wickelkurven der trigonometrischen Linien wenden. 


en 


$ 10. Die Kreiswickelkurven der trigonometrischen Linien. 


Die Gleichung der trigonometrischen Linien ist in recht- 
winkligen cartesischen Koordinaten: 


= 5 
a. sol 
wo © eine trigonometrische Funktion -bedeutet. 


Die Gleichung ihrer Kreiswickelkurve ist daher, wenn der 
 Abszissenkreis den Radius r hat: 


ee 2,00) BER, 
oder, setzen wir = el 
1 ER 
Die Kurven, welche durch diese Funktion dargestellt sind, 


_ sind nur unter gewissen Bedingungen geschlossene Kurven. 
Gehört zu einem Wert öı der Wert po, so ist 


„= [14,0 0). 
Wenn nach h Umläufen von diesem Punkte aus der Wert 
o2 erreicht wird, so ist 
e=rli+, Ona+2r-h)), 
‚und es ist nur dann und immer dann oe = 01, wenn 


() (ng) = („) (ng + Rr-nh). 


a ist aber notwendig und hinreichend, dass n-h eine ganze 
Zahl sei; denn © hat die Periode 2r. Sol n-h eine ganze Zahl 
sein, so muss n eine rationale Zahl sein; denn h ist eine ganze 
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Zahl. Ist n =, MW Om. und v relativ prim sind, so muss also Er an ze 
V 2 


eine ganze Zahl sein. Dies ist der Fall, wenn 
ni, med. 


Nach v Umläufen wird also stets wieder ‚derselbe Kurven 


punkt erreicht. 


Die Kreiswickelkurven sind also immer dann und nur dann 
geschlossene Kurven, wenn der Radius des Abszissenkreses u 
dem Parameter der trigonometrischen Linie in rationalem Ver. = 
hältnis steht. Ist das Verhältnis’ irrational, so windet sich de 
Wickelkurve © oft um den Kreis herum, ohne sich. jemals 


zu schliessen. 


Ein entsprechender Satz, wie wir ihn hier für die er es 
wickelkurven der trigonometrischen Linien bewiesen haben, gilt .° 
übrigens ganz allgemein für die Wickelkurven und Zerrwickel- 
kurven von periodischen Kurven. Der Beweis. mag hier noch 


nachgefügt werden. 


Es sei ©, eine trigonometrische Funktion. Ist die Abszissen- 
kurve eine geschlossene algebraische Kurve, so lässt A sich als 


Funktion von ®, darstellen, und damit auch: 


E— Je on : 


Die erzeugende Kurve habe nun die Gleichung: 


— Deo er > = 


wo ® eine Funktion mit der Periode P sei. Die A-Wickelkurve 
bezw. A-Zerrwickelkurve ‚dieser Kurve hat dann eine Gleichung 


von der Form: 


ö (b 9,9) = o| fern el " 
Fo 
(Gehört zu einem Werte 91 der Wert pı, so ist: 


Om) =D Y ) 


Yo 


Wenn nach h Umläufen von diesem Punkte aus Er Wert 
oc» erreicht wird, so ist: > 


Otto f ) Sn 
: Po ee 2 
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‚ Zahl ist. Da h eine ganze Zahl ist, so ist erforderlich, dass x 
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1 9 +2hr 
3, O, ()) = oft, >£ ) 


Fo 
Nun ist aber, wenn U der Umfang der Abszissenkurve ist: 
9 + 2hr | 
=L: —hb-U, 
2:4 


so dass also: 


/ 


| 4 \ 
3m, ©, en) = DJ + b+ 0). 
Fo 
Wie ersichtlich, wird oa = ei, wenn 


/ 


a) 


Dies ist immer dann und nur dann der Fall, wenn h-U= 


IR, e 1 
P-->- ein ganzes Vielfaches von P ist, wenn also eine ganze 


P 


Sr 


: 1% 
eine rationale Zahl sei. Ist = = wo „ und v relativ prim, so 
Y 
Beh ERS 
muss also © —- eine ganze Zahl sein. Dies ist der Fall, wenn 
) 
h’= my, (Mm 5541.9,.98, 5 


Nach’ y Umläufen wird also stets wieder derselbe Punkt erreicht. 


Die Wickelkurven und Zerrwickelkurven sınd also immer 
dann und nur dann geschlossene Kurven, wenn der Umfang der 
Abszissenkurve in rationalem Verhältnis steht zu der Periode der 
erzeugenden Kurve. 


: I. Die Kreiswickelkurven der Sinuslinie. 


13, 
Det E + „sung) ; 
Alle diese Kurven sind Konchoiden der Rhodoneen !) 
d= 
D — Et, k 


!) Ueber Rhodoneen cf. Loria: „Ebene Kurven“, V. Abschnitt, 8. Kapitel 
und die daselbst angeführte Literatur. 


DEN AR 2 Er R Bu Bar a 


Diese Gleichung stellt die bekannte R 


’ 
a e> > x 
7 
2 \ 
Ze = 
x 
= 8 £ > 
= x 4 


ws + no: = =, 


-ay n 
a we. 

ne - Binodialtan genten” sind. 
| gezeichnet, ers 


Ber 


= imaginäre dritt 


. 


? 
S 
I 
* S 

ER Se 
5 ; 
Ü > 

\ 
#= = =. 
, E 


Diese 5 Ge “ 
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oe = (i+, gr sin 42), 
ee i Y „ (4sinpcosg — 8sin?o c0s)) 


& (+8 an), 
p BP 
De lo Ryo - Axy), 
(84 9° = seflaad yY° day at yo. 
- Diese O1 ist die Konchoide der Sblättrigen Rhodonee. Sie 


findet sich auf Tafel 17, Fig. 3 dargestellt. Der Koordinatenanfang 
 .. ıst 8facher isolierter Kurvenpunkt. 


(1 + 2sinse), 


eye) 


= et 
2m Dr Ara Arz, 
pe) = Ark nz), 
EHRE HR = Are pt me. 

Diese 0° ist die Konchoide der Rosenkurve 6. Ordnung). 
Der Koordinatenanfang ist Doppelpunkt. Die Tangenten in dem- 
selben bestimmen sich aus: 

(x +y) — Ax’tt, 
en DR NE 


haben also die Gleichung: 
Der Punkt (x =[r, y = 0) ist dreifacher Kurvenpunkt; denn 
machen wir die Koordinatenverschiebung 


ER + Tr, Nazi 
so kommt als Gleichung der Kurve: 

SE FBEINT ENDE FOREN IE Hr +. 
!) cf. Loria: „Ebene Kurven.“ Tafel XI, Fig. 76. 
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der Seichung fort. Wir tn 
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er 3: 2iBp s er 


a 


Beyer RER SD 
Diese 0° ist Konchoide der sog. „Windmühle“!). Im 
Koordinatenanfang hat sie einen achtfachen Punkt, in welchem 


die beiden Geraden 


y — = IR 


Binodialtangenten sind. Die Asymptoten der Kurve sind den 


Geraden 
KEY) 


oe Setzen wir 
DEINER 


in die Gleichung der Kurve ein, so ergibt sich: 
AFFE FTIArRgS - rer tHYyHEHy}. 


‚Hieraus folgt: 
| Yy2.4oy? — r2yt, 


= E72: 
Die 4 Asymptoten sind also: 
Ben Sr 3} 
ER -F u BERTT En = 2 
| x - y y= =r- ya 
| u e 
Die Kurve ist auf Tafel 18, Fig. 2 gezeichnet. 
Bares | 
1 
en (1 +4 1830), 
R 1 . LER 
j (it; i — 31829 Er BErEn 
x2 


I) ef. Loria: „Ebene Kurven“, pag. 184. 
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Die Kurve ist dargestellt auf Tafel 
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Multiplizieren wir aus, so ergibt sich: 
ey) Ary) Her + y) = Rly—Ary) + Arie. 
Da 4r?x? sich aus der Gleichung forthebt, so zerfällt die 
-Kurve in die Gerade y = 0 und die CP: 
easy rg Ar, 
(&@+y)y—-4r) +3ry+4rx = 0. 
Dass die Kurve sich auf eine O? reduziert, ist natürlich; denn 


sie ist Konchoide der Strophoide !) o = 2rtg 2 die auch eine 0? ist. 


Die Kurve hat im Koordinatenanfang die Tangente: 
3y+4x=%0. 
Die Asymptote ist parallel der x-Achse. Setzen wir y= ec 
so erhalten wir: | 
(+ cd)(e—Ar) +3r!c+4r’x = 0, 
und hieraus folgt ce = 4r, so dass also die Gleichung der 
Asymptote lautet: 


)) 


Yı=4T: 

Der Punkt « =[r, y = 2r) ist Doppelpunkt, wie man 
leicht durch Koordinatenverschiebung beweisen kann. Die-Kurve 
besitzt ähnliche Gestalt wie die auf pag. 21 abgeleitete 0°. Sie 

- ist aber kein Spezialfall derselben. Der Verlauf der Kurve ist auf 
Tafel 18, Fig. 5 angegeben. 


Il. Die Kreiswickelkurven der Secanslinie. 
1 
= e[1 + —seong). 
Alle diese Kurven sind Konchoiden der Kurven: 
6 — —seong. 


Betztere sind zum Teil noch nicht untersucht und sollen 
deshalb hier mit angeführt werden. 


n =:1 
== op =r(l-+- seco), 
lt) 
R—r&Hp), 


on EM. 


I) ef. Loria: ‚Ebene Kurven“, pag. 62. 
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mit. den re 


Setzen wrx#®y=c, so ergibt sich 


Se a 
er woraus folgt: = = 
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Letztere hat im Koordinatenanfang einen isolierten Doppel- 
punkt. Ihre Asymptoten sind. dieselben wie bei .der Kreis- 
wickelkurve. 

| Die Kurve ist gezeichnet auf Tafel 20, Fig. 1. Sie. ist. be- 
kannt als „Kreuzkurve“. Führen wir das System der beiden 


Medianen als Koordinatensystem ein, so lautet die Gleichung der 
Kurve: 


| : | 1 

SER (1 “= 3 (4 cos’o — S Fe er T 3(4, — =) 

0° 12x? — 9x9? 3 
BT lH ge a) ne ee, 
BOX IR Tl IR IR, 
DB TE FY) ar xy‘), 

EB Bere NIE 3y). 

Diese C® hat im Koordinatenanfang einen 6fachen Punkt. 
Die Tangenten in demselben bestimmen sich aus: 


(+ y2) = 9x2 (2 — 3y98. 
Die Asymptoten sind parallel den Geraden: 
x=l; 
3 8: = 06. 
Setzen wir x = c, so folgt: 
ey Prem 3y°)° 


und hieraus: 


yE(-9ey®—ıy)? = 0, 


Ra BER. 
= —;: 
Die erste Asymptote ist also: 
r 
x =.— 9 & 


Setzen wir: 
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Setzen wirx—= c+Y3-y, 


9e2+20y3-Yle+y3-Y° — r?(e+20y3.y+4YP°: 
9.402. 3.Y2-3y? = 7? 16Y%, 


so folgt aus 


ser — Anz, 
Cae> Kor 


Die Gleichungen der andern 


beiden Asymptotenpaare 
lauten also: 


x ti. H 


nee 


er 7 
ee — 2 + ro x? -—- Ip +r?x = 8r?o, 
Sery. 02 2m) (er MOr— x) ra], 
(+ R&R?’+Y— 77? —2ız)? = [X +9) Rr—x) —rx?. 


Diese Kurve ist auf Tafel 19, Fig. 3 dargestellt. 


| Sie ıst 
Konchoide der Kurve: 


Be ee 20, 
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are 
Tree 


BEaNN der 


i a i 3 > % > 2 


Schluss, 


in der ehepingfieh der. Raumkurve ey au 
aufwickeln. | Oder, noch ee 


Gerade dieser Ebene auf R auf, und die. a 
von R ;\ ee 52 


R Fläche B ee 
Sind z. B. Fi eine Kupellache 
Aequator derselben, und K eine Gerade, s 
fläche einer Archimedischen Spirale. en 
. 19294 
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Lebenslauf. 


Ich, Friedrich Karl Harms, ev.-luth. Konfession, oldenburgischer 


= Staatsangehörigkeit, wurde am 3. September 1889 als Sohn des 


- Landwirts Fr. Harms zu Borbeck im Grossherzogtum Oldenburg 


geboren. Von meinem 6. Lebensjahre an besuchte ich die Dorf- 
schule zu Borbeck und kam hierauf im Jahre 1900 auf die Ober- 


 - realschule zu Oldenburg, wo ich Ostern 1909 das Reifezeugnis er- 
- warb. Vom 1. April 1909 bis 1. April 1910 genügte ich alsdann 


= meiner Militärpflicht beim Füsilier- Regiment No. 90 zu Rostock, 


indem ich gleichzeitig dem Studium der Mathematik, Physik und 


Chemie oblag. Nach meiner Dienstzeit setzte ich meine Studien 


fort und zwar im S.-S. 1910 in Rostock, im W.-S. 1910/11 in 
München, im S.-S. 1911 in Berlin und seit W.-S. 1911/12 wieder 


in Rostock. Die akademischen Lehrer, an deren Vorlesungen und 


| Uebungen ich teilnahm, sind 

in Berlin die Herren: 

- Prof. Dr. Blasius, Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Förster, Prof. Dr. Münster- 
‚berg, Geh. Reg. Rat Prof. Dr. Riehl, Geh. Reg.-Rat Pröf. Dr. Schwarz, 


Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Stumpf; 


Er in München die Herren: 

- Prof. Dr. Döhlemann, Geh. Hofrat Prof. Dr. Ritter v. Göbel, Prof. 
Dr. Graetz, Privatdozent Dr. Koch, Privatdozent Dr. Laue, Geh. 
° Hofrat Prof. Dr. Lindemann, Prof. Dr. Pringsheim; 

in Rostock die Herren: 

Prof. Dr. Erhardt, Prof. Dr. Falkenberg, Geh. Hofrat Prof. Dr. 
Geinitz, Prof. Dr. Heydweiller, Prof. Dr. Kümmell, Geh. Hofrat Prof. 
Dr. Michaelis, Privatdozent Dr. Schlick, Kaiserl. Russ. Staatsrat 
u. Geh. Hofrat Prof. Dr. Staude, Prof. Dr. Weber, Prof. Dr. Will. 
Allen meinen Lehrern schulde ich Dank, insbesondere aber 


\ _ für die freundliche Förderung bei der vorliegenden Arbeit Herrn 


Geheimrat Staude. 
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